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Th6orie Dynamique de la Diffraction Magn6tique des Neutrons 
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(Refu le 4 d$cembre 1974, accept~ le 8 janvier 1975) 

The dynamical theory of magnetic diffraction of neutrons is investigated within the two-wave approx- 
imation. In ferromagnets the dispersion surface X is of order 4: quadruple refraction and diffraction are 
found; in general the wave fields are not polarized. In antiferromagnets, X is in general made of two 
hyperboloids, each of them corresponding to a given polarization of the propagating neutron. 

I. Introduction 

Les ph6nom~nes dynamiques qui accompagnent la 
diffraction des rayons X et des 61ectrons sont bien con- 
nus (Batterman & Cole, 1964; Kato, 1964). Le cas de la 
diffraction nucl6aire des neutrons a 6t6 moins 6tudi6 
(Goldberger & Seitz, 1947; Herpin, 1957; Shull, 1968). 
Nous envisageons darts cette note le cas de la diffrac- 
tion magn6tique des neutrons (Ekstein, 1949; Hamil- 
ton, 1958). 

D a n s §  II, nous rappelons sch6matiquement la 
th6orie dynamique de la diffraction nucl6aire. Dans § 
III, nous calculons l'6quation de la surface de disper- 
sion relative h la diffraction sur un cristal magn6tique. 
D a n s §  IV, nous d6crivons quelques cas particuliers: 
compos6s ferrimagn6tiques et antiferromagn6tiques. 
Le cas de la diffusion nucl6aire magn6tique est envisag6 
en Appendice. 

H. Th6orie dynamique de la diffraction nucl~aire 

Consid6rons tout d'abord la propagation d'un neutron 
dans un cristal non magn6tique (nous ignorons le 
magn6tisme nucl6aire 6ventuel). La fonction d'onde 
scalaire ~(r) du neutron satisfait l '6quation de SchrS- 
dinger: 

2m 
Agt(r) + ~ [E-  V(r)]~,(r)=O (1) 

O U :  

(A + kZ)~,(r) - N(r)~(r)=O . (2) 

k est le vecteur d'onde du neutron dans le vide, E= 
hZk2/2m son 6nergie dans le vide. V(r) est le potentiel 
diffuseur, purement nucl6aire, du cristal et: 

2m V(r) (3) N(r)  = -~-- . 

~,(r) est une fonction de Bloch (champ d'ondes): 

~ ( r )=exp  (ik0. r) ~ ~urexp (iK. r ) .  (4) 
K 

k0 est le vecteur d'onde de l'onde r6fract6. Si N~ d6- 
signe le facteur de structure nucl6aire: 

N ( r ) =  ~ N~exp (iK. r ) .  (5) 
K 

En reportant dans (2) les expressions (4) et (5) de ~,(r) 
et N(r), et en multipliant par S exp [ i(k0+K).  r]dar, 
nous obtenons le syst~me (avec kK = k0 + K): 

(k2-k~)~u~, - ~, NK_r,~'K' = 0 .  (6) 
K'  

L'annulation de son d6terminant exprime la conserva- 
tion de l'6nergie et fournit l '6quation de la surface de 
dispersion de Bethe. 

Rdfraction 
Si l'extr6mit6 du vecteur k est 61oign6e de la surface 

d'une zone de Brillouin, le cristal apparait comme 
homog~ne: seule la composante 9'o du champ est ap- 
pr6ciable et, contrairement au cas des rayons X, il y 
a simple r6fraction. La surface de dispersion est une 
sph6re de centre 0 et de rayon k0. L'indice n du cristal, 
d6fini par: k0 =nk,  est donn6 par l'6quation (6): 

h 2 
1 --n 2 -  No 

2 ~  E (7) 

h e No 
n-~l 2m 2E" (8) 

Diffraction 
Au voisinage d'une surface de zone, on peut r6soudre 

(6) dans l 'approximation de Peierls h deux ondes. Cette 
approximation est valable car, pour les neutrons corn- 
me pour les rayons X, le rayon de la sphere d'Ewald est 
du m~me ordre de grandeur que les c6t6s de la maille 
r6ciproque. 
Posant: 

9 '= ~0exp (ik0. r) + ~'Kexp [i(k0 + K).  r] (9) 

le syst~me (6) s'6crit" 

(k2-  k~ -  No)~o- N _ r ~ : = O  
- N ~  ~o + ( k2 - k~  - No)V~  = O .  (1 O) 

D'ofl, en annulant le d6terminant de (10), l'6quation de 
la surface de dispersion X. Z e s t  une surface 6qui6ner- 
g6tique" chaque point P de X d6finit un champ d'ondes 
d'6nergie E 6gale h celle du neutron incident dans le 
vide. Posant: k 2 -  No=Z 2, nous obtenons: 

(z2-k2o) ( z2 -k2)=NK . N_K . (11) 
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L" est donc engendr6e par une hyperbole dont les asymp- 
totes sont tangentes aux cercles z = k 0  et z = k r  au 
point de Laue L. La construction d'Huyghens est illu- 
str6e par la Fig. 1 (cas de Laue, OL=KL=z): il y a 
excitation des champs d'ondes P~ et / '2 ,  donc double 
r6fraction et double diffraction. M O = k ;  v est la direc- 
tion normale it la face d'entr6e du cristal. Pour k0 = kr 
(P~ et P2 sur la m6diatrice de OK), les indices du 
cristal sont donn6s par: 

1 - n  z -  No _+ INKI 
k2 , (12) 

et d6pendent donc de K. 

HI. Th~orie dynamique de la diffraction magn6tique 

Dans les processus 61astiques et coh6rents de diffusion 
par les 61ectrons magn6tiques, l'6tat de spin du neutron 
peut varier, la variation du moment 6tant alors accep- 
t6e par l'ensemble du cristal. On dolt donc consid6rer 
que la fonction d'onde du neutron est un spineur: 

(~+_) \(~+lexp(iK'r)'9'£ / (13) ~ , ( r )  = = 

Le potentiel diffuseur du cristal est maintenant l'op6ra- 
teur de spin: hZ/2mN(r)-p,. B(r). L'op6rateur N(r) 
est diagonal; p, = - lyeh/2mcle est l 'op6rateur moment 
magn6tique du neutron, ~ le vecteur de Pauli, B(r) l'in- 
duction cr66e dans le cristal par les 61ectrons magn6- 
tiques: 

B(r)= ~ B~exp (iK. r ) .  (14) 
K 

Introduisons le vecteur unitaire ~-r = K/IK I, et le facteur 
de structure magn6tique FK: 

Br = ~r(~,,. FK)-- F/~ (15) 

L___ 

\ 

Fig. 1. Diffraction nucl6aire sur un cristal non magn6tique. 
Z'I et 272 sont les deux nappes de la surface de dispersion, 
L est le point  de Laue, Pt  et P2 d6finissent les deux champs 
d 'ondes  excit6s. 

BK est perpendiculaire b, ~-K (Ekstein, 1949). Btc est 
maintenant not6 Qr  selon l'habitude (Sivardi~re, 1967) 
et, afin d'all6ger l'6criture, nous n'indiquons plus dans 
la suite les constantes 2m/h 2 et lyeh/2mcl. L'6quation de 
Schr~Sdinger (2) s'6crit: 

(~+_) ( 9 ' + ) = 0  (16) (A+k 2) , -[N(r)+~.B(r)] ~ , 

ou encore en supposant que le vecteur QK est r6el - mais 
cette restriction n'a rien d'essentiel - et en notant z la 
direction de quantification et Q-+= Qx + iQy: 

- Q +  A + k  2 - N + Q z  

Le syst~me (6) devient alors: 

0 / 
k 2 _ kK z / \ ~ K  / 

x~ k Q + _ ~ ,  N~:_~,,-Q~:_~, ~u~,/ 
o 

(18) 
R~fraetion 

Loin d'une position de Bragg, le syst~me (18) se 
r6duit au syst~me suivant (avec Qo = -F0 ,  Fo 6tant le 
moment r6sultant d'une maille magn6tique)" 

(k2-k2°-(N°+Qg) - Q °  ) (~+] = 0  
-Q+ kZ-k~-(No-Q~),  \9'~/ " 

(19) 

La conservation de l'6nergie s'exprime en annulant le 
d6terminant de (19), d 'ou:  

k2 _ (ko ~)2 = No + Qo (20) 

h 2 
1 -n~: = ~ (No +_ Qo). (21) 

Si Qo=0 (cristal antiferromagn6tique), il y a simple 
r6fraction: l'indice du cristal ne d6pend pas de l'6tat 
de spin du neutron incident, Z" est une sph6re de centre 
0 et de rayon ko. Si Qo ¢ 0 (cristal ferro ou ferrimagn6- 
tique), z" se compose de deux spheres de centre 0 et de 
rayons respectifs k + et k~'. On peut quantifier selon 
Qo: on voit que les ondes (~) et (o) peuvent se propager 
avec les vecteurs d'onde respectifs k + et ko.  Si l 'onde 
dans le vide est (~,) exp (iK. r), l 'onde r6fract6e est: 

(O) exp (iko+ . r)+ (Ob) exp (ik~ . r) 

( a ) 
= b exp (iAk. r) exp (il% + . r) 

avec" A k = k o - - k + ;  la polarisation suivant Q0, 6gale 
it lalZ-lbl 2 est conserv6e: il y a pr6cession du spin du 
neutron autour de Q0. Si on quantifie suivant une 
direction autre que Q0, les op6rateurs Q+ et Q~-, 
d'apr6s (19), m61angent les deux 6tats de polarisation: 
il y a alors rotation de la direction de polarisation 
la fr6quence de Larmor. 
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Diffraction 
Au voisinage d 'une position de Bragg, le syst6me (18) 

s'6crit, dans une approximat ion h deux ondes: 

(kZ-kZo-(No+Q~) -Qo  ( ~ ]  
-Q+ kZ-kZo-(No-Q~)) \ ~ /  

_ [N-r+Qir  Qzr ~ (Nrl = 0  
\ Q+-r N-K-  Q-r] \~r,l 

(N~:+Q~ Q~ ] (No+ 1 
\ Q~ Nr-Q}!  \~to/ 
ikZ-k~-(No+Q~) -Qg  ) 

+ \ -O+ k2-k~-(No-a~)  

× = 0 .  

I 

Posons pour simplifier: 

kZ-kZo-(No + - Q~)=Z~ -kZo= A~ 
k2-k~-(No + Q~)=x~ -k~=A~ , (23) 

le syst~me (22) devient: 

A + - (N-r+QLr)  
-(Nr+Q~) A~ 
-Q+ -O+r 
-Q+ -Qg  

On reconnaR les amplitudes partielles de diffusion 

U+-+-=N~+Q~ et U~:~=-Q~ 
(Moon, Riste & Koehler,  1969). L 'annula t ion  du 
d6terminant de (22) donne l '6quation de la surface S.  

/ 
9 

Fig. 2. Diffraction sur un cristal ferro- ou ferrimagn6tique: 
cas d'une raie purement nucl6aire. 2: + et 2: + sont les deux 
nappes de ~ d6crivant les champs d'ondes de polarisation 
positive; Z'i- et Z'~- sont les deux nappes de Z d6crivant les 
champs d'ondes de polarisation n6gative. L + et L- sont les 
deux points de Laue: OL + =Z + et OL-=Z-. La direction 
de quantification est celle de l'aimantation. Seuls sont re- 
pr6sent6s le rayon incident et les quatre rayons r6fract6s. 

- Q y  
-Q~ 

Ao 
-(NK-Q~) 

IV. Etude de quelques eas partieuliers 

Consid6rons tout d 'abord  le cas d 'un cristal ferro- ou 
ferrimagn6tique, de structure magn6tique colin6aire ou 
non, et d 'une raie mixte. La quantification selon Qo 
s ' impose: Q0 ~ = 0. s est alors une surface du quatri~me 
degr6 en k z, d '6quation:  

Ao+A~,4~AT, -A+,4~Q+-rQ~ - & - A , = Q r Q  + + -K 

+ Q£ Q+ Q+rQ: r + [ N ~ -  (Q~) z] [N~r-(QL K) z] 

-A+A+(NK-Q~) (N-r-QLK)-AoA~(Nr+Q~) 
+ (N-K + QL r ) -  Q~ Q~[N + r -  ( Q -  r) 2] 

+ - 2 -Q-rQ-r [Nr  (Q~)Z] = 0  • (25) 

Cette 6quation permet de d6terminer quatre valeurs de 
l ' indice du cristal 5. la position de Bragg: au voisinage 
de cette position, X se compose de quatre nappes, il y 
a quadruple r6fraction et quadruple diffraction. En 
g6n6ral m~me si la raie est purement  magn6tique (raie 
de surstructure d 'un  ferromagn6tique h structure non 
colin6aire), en raison de la pr6sence des op6rateurs 
Q+,QE . . . .  dans (24), un champ d'ondes n'est pas 

-Qo-Q:  1 ~ 1  = 0 .  (24) 
- ( N _  r -  QL r)  ~'g 

polaris& Cependant  si le vecteur de diffusion est per- 
pendiculaire ~ l 'a imantat ion,  Q r  est parall~le /t Qo, 
donc Q ~r  = 0; (25) se r6duit g" 

[A + A + - ( N r  + Q~:) (N_ r + QL r)] [Ao A~ 

-(NK-Q~,) (N_K-QLK)]=O . (26) 

M. ~ 7 

Fig. 3. Diffraction sur un cristal antiferromagn6tique: cas 
d'une raie mixte. Z' se compose de deux hyperboles de 
m6mes asymptotes, chacune d6crit des champs d'ondes 
polaris6s. I1 y a un seul point de Laue L. QK est la direction 
de quantification. 
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X se d6compose en deux surfaces distinctes S + et X-  
et les champs d'ondes sont polaris&. 

Si la raie consid6r6e est purement nucl6aire, QK= 
Q_K=0.  L'6quation de X est: 

(A+A+-NK.N_r ) (AoA~-N~ , :N_K)=O.  (27) 

X est engendr6e par deux hyperboles X + et X-  (Fig. 2), 
dont les asymptotes sont tangentes aux cercles: k0= 
Z + et k r = x  +. Pour k0=k~, l'indice est donn6 par: 

1 - n ~ =  No + Q~ + INKI (28) 
E 

Les champs d'ondes sont polaris6s, la diffraction 
nucl6aire n'affectant pas la polarisation: seuls les 
champs d'ondes de m8me polarisation peuvent inter- 
f6rer pour donner des franges de Pendellosfing. 

Consid6rons maintenant un cristal antiferromagn6- 
tique de structure colin6aire ou non et une raie mixte" 
Q0=0, on peut quantifier selon Qg. A + = A o e t  A~ = 
Aft d'oO l'6quation de S:  

[AoAK-(NK + Q~) (N_K + QL r)] 
x[AoAK--(NK--Q~) (N-K--QLK)]=O . (29) 

X est engendr& (Fig. 3) par deux hyperboles X + et S -  
de m~mes asymptotes, les champs d'ondes sont pola- 
ris6s (la construction d'Huyghens montre que dans le 
cas de Bragg, il peut y avoir r6flexion totale d'une seule 
polarisation incidente). Pour k0 = kK: 

l_nZ = No+_ INK + Q~I (30) 
E 

I1 est logique que les champs d'ondes soient polaris6s 
lors de la diffraction par un antiferromagn&ique, coli- 
n6aire ou non, tel que Qr  soit r6el. En effet, si on quan- 
title selon QK, U± ~: = Q~ =0:  la polarisation par rap- 
port tt QK est conserv6e, le spin du neutron pr6cesse 
autour de QK. I1 n'en est pas de m~me dans un ferro- 
magn&ique, o~ la polarisation est analys6e suivant 
Q0 et non suivant QK. 

M \ 

I 

-q 0 +q 

Fig. 4. Diffract ion sur  un cristal h61imagn6tique (sans com-  
posante  ferromagn6t ique) ,  q et - q  sont  les deux direct ions 
de Bragg. Les faisceaux diffract6s sont  ent i6rement  polaris6s. 
L 'hype rbo le  X ÷ est d6finie par  la direction + q ,  X -  par  la 
direction - q. 

. Le r6sultat ci-dessus subsiste si QK est imaginaire 
pur, ou si ses composantes r6elle et imaginaire Q~ et 
Q~ sont parall~les. Par contre, si Q~:^Q~ n'est pas 
nul (Sivardi~re, 1967), on ne peut quantifier h la fois 
suivant Q~: et Q~, et donc d6coupler les deux 6tats de 
spin du neutron: X est le degr6 4, les champs d'ondes ne 
sont pas polaris6s. 

Enfin si la raie est purement magn&ique (raie de 
surstructure), X a pour 6quation: 

(AoAK- Q~QL K)2 = 0 .  (31) 

X poss~de deux nappes d6g6n6r6es par rapport au spin 
du neutron. Ce r6sultat est ~ relier ~ l'absence de double 
r6fraction par un antiferromagn&ique hors d'une 
position de Bragg. 

Consid6rons enfin un cristal h61imagn6tique, par 
exemple une r6partition homog~ne de charges portant 
une densit6 h61icoYdale de moment magn6tique (Ni- 
tyananda & Ramaseshan, 1971; Felcher, 1973). Dans 
un tel cristal, la fonction d'onde neutronique a la forme 
de Bloch: 

( V : ]  exp [i(k0+nq). r] (32) v(r) = -h" \~-I 

off q est le vecteur d'onde de l'h61ice. Seules trois com- 
posantes de Fourier de l'induction sont non nulles: 

B(r)=Bg+B~ exp (iq. r ) + B _ l  exp ( - i q .  r) (33) 

avec: 
B+~=B(x + iy) . (34) 

x et y sont deux vecteurs orthonorm6s du plan per- 
pendiculaire 5. q et Bg une 6ventuelle composante ferro- 
magn6tique parall~le tt q. Le potentiel nucl6aire se r6- 
duit dans ce module 5. une constante No. Le syst~me (6) 
s'6crit: 

0 

o k 2 -  kU \ ~,Z I 

(N,,_,,,+B~,_,,, B;-"' z ) ( ~ ' + ) = 0 .  (35) Z 
,,, \ B+_,,. N,,_, , .-B,,_, , , .  \~;:, 

Loin d'une position de Bragg, seule la composante n = 
0 du champ d'onde est excit6e, il y a double r6fraction 
comme sur un ferromagn&ique ordinaire. Plusieurs 
composantes sont au contraire excit6es au voisinage 
d'une position de Bragg + q. Le syst~me (35) fournit les 
relations suivante (pour n = 0, 1 et - 1): 

[k2-k2o-(No + B~)]~ + = B-  1 ~'i- (36a) 

[k2-k'~-(No-B~)]Vo =BI~+_.I (36b) 

(kZ-(ko+q)2-(No-B~)]~,F =BI~,J (36c) 

[kZ-(ko-q)Z-(No + B~)]V+_~=B_l~to . (36d) 

De (36a) et (36c), on d6duit l'6quation de la premiere 
nappe Z + de la surface de dispersion: 

[k2-k~-(No + B~)] [kZ-(ko + q)Z- (No-  Bg)]= B 2 

(37a) 
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et de (36b) et (36d), l'6quation de la deuxi~me nappe 
Z - :  

[k 2 - ko z - (No - B~))] [k z - (ko - q)2 
- (No+B~)]=B z . (37b) 

(37a) d6crit la double r6fraction et la double diffraction 
d'un faisceau incident de polarisation positive; (37b) 
la double r6fraction et la double diffraction d'un 
faisceau de polarisation n6gative. Chaque nappe de ~r 
est engendr6e par une hyperbole dont les asymptotes 
sont tangentes 5. des cercles de centres respectifs 0 
et + q (Fig. 4); en utilisant les notations (23), (37) de- 
vient en effet: 

( x l  - kob (x~ - k~ . )  = B 2 , 

et les faisceaux diffract6s sont polaris6s. 

(38) 

Je remercie A. Bourret, A. Renault et M. Schlenker 
pour de fructueuses discussions. 

APPENDICE 

Diffraction nucl6aire magn6tique 

Si les noyaux diffuseurs sont magn6tiques, la longueur 
Fermi d6pend du moment angulaire de l'6tat inter- 
m6diaire neutron incident + noyau, et le potentiel 
diffuseur d'une cible polaris6e s'6crit: 

avec: 
N ' ( r ) = N ( r ) + H .  tT (A1) 

H(r)=IJ(r-r~)  ; (A2) 

Ies t  le spin du noyau, H(r) le pseudo-champ magn6ti- 
que cr66 par les noyaux (Baryshevskii & Podgoretskii, 
1965): 

H(r)= ~ Hr exp (iK. r) ; (A3) 
K 

Hr est le facteur de structure des spins nucl6aires. 
Le syst~me (6) devient alors: 

0 k e - k U  \~,~ 

-- ~ \ H+-r  , N K - K ' - H ~ - K , /  

\ ~ , /  

Loin d'une position de Bragg, (A4) se r6duit/~: 

(k 2-k2o-(No + H~) Ho  
= o  

(AS) 

En quantifiant selon la direction H0 du ferro-magn6- 
tisme nucl6aire, on voit que les ondes ~'J- et ~o sont 
r6fract6es avec deux indices diff&ents: 

_+no 
1 - n ~  - N°k2 (A6) 

off No + Ho sont bien les amplitudes de diffusion vers 
l'avant sans changement de l'6tat de spin du neutron. 

Au voisinage d'une position de Bragg, il y a quadru- 
ple r6fraction et quadruple diffraction. Ho et HK 6tant 
parall~les, on choisit encore leur direction commune 
comme axe de quantification. Alors l'6quation de la 
surface de dispersion ~r se factorise: 

I - ( N r +  HF:) a + 

] a° - ( N - K + H - K ) ]  =O (A7) 
x --(NK + Hr) a~ 

avec: 

ao ~ = k Z - k ~ - ( N o  +_ Ho) 

a~ =kZ-k~: - (No  +_ Ho) . (A8) 

Contrairement au cas du ferromagn6tisme 61ectronique, 
chaque nappe Z "+ et Z -  de Z d6crit des champs d'ondes 
polaris6s. 
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